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(Receired 18 ,vnrch 1971) 

Zusammenfassung-A. Im Rahmen von Dimensionsanalysis wird auf phanomenologischer Grundlage eine 
formal einfache Hypothese fur den turbulenten Impulstransport aufgestellt. Das dann zur Anwendung 
kommende Berechnungsverfahren-im Prinzip ein Iterationsverfahren-besteht in der Ermittlung von 
Korrekturen zu den bereits eine Approximation liefernden Wandgesetzen. Fur Aquilibrium-Grenz- 
schichten reduziert sich dabei der Rechengang auf Quadraturen und fiihrt zu einfachen geschlossenen 
Liisungen. Beschrieben werden die turbulente Grenzschicht an der ebenen Platte und das Stratfordsche 
Model1 einer turbulenten Grenzschicht mit der Wandschubspannung Null. Mit experimentellen Ergebnissen 
besteht Ubereinstimmung. 

B. Bei der turbulenten Temperaturgrenzschicht wird Ausgang genommen von der experimentellen 
Feststellung, dass in der Striimungsgrenzschicht sich an die Schicht inhomogener anisotroper Turbulenz 
eine Schicht homogener isotroper Turbulenz anschliesst. Die Hypothese fur den turbulenten Impuls- 
transport wird sinngemlss auf den turbulenten Warmetransport in der anisotropen Schicht iibertragen. 
Der turbulente Warmetransport in der isotropen Schicht ergibt sich dann quantitativ im Anschluss an die 
anisotrope Schicht. Der theoretische Verlauf des turbulenten Warmeaustauschs bzw. der turbulenten 
Prandtlzahl steht in befriedigender Ubereinstimmung mit Messungen in einer ausgebildeten Rohrstromung 
bzw. an der ebenen Platte. Das zur Anwendung kommende Berechnungsverfahren besteht wiederum in der 
Ermittlung von Korrekturen zu den approximierenden Wandgesetzen der Temperaturverteilung; das in 

diesem Zusammenhang formuherte Wandgesetz bei Druckanstieg wird durch Messungen bestatigt. In 
geschlossener Form werden die Temperaturgrenzschicht an der ebenen Platte und die Temperaturgrenz- 
schicht bei der Wandschubspannung Null beschrieben. Im letzteren Fall ergibt sich eine Abhingigkeit der 
Stantonschen Zahl von der Reynoldsschen Zahl in der Potenn -$. 

Die vorliegende Theorie enthalt Iediglich vier als universe11 angesehene Konstanten: die beiden Koeffizien- 
ten in der Formel fur den turbulenten Austausch des Impulses in der Unterschicht; die relative Breite der 
inneren, noch dem Einfluss der Wand unterliegenden, Schicht des Geschwindigkeitsfeldes und fur Strii- 

mungen von Luft die turbulente Prandtlzahl in der wandnahen vollturbulenten Schicht. 

a, 

Ais 

4, 

NOMENKLATUR A,: 

universelle Konstante des turbulenten 
Austauschs in der Unterschicht cl 
= 25,13(A 9); e.f 
turbulenter Austausch der Warme in c,, 
der isotropen Schicht ohne Inter- 
mittenz (B 10); C 
turbulenter Austausch des Impulses 
(A 4); 
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turbulenter Austausch der Warme 
(B 4): 
= ?llPu: ; 
lokale Widerstandsziffer = 2c, ; 
spezilische Warme bei konstantem 
Druck; 
universelle Konstante des logarithm. 
Wandgesetzes der Geschwindigkeit 
= 5,lO (A 8); 
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c *1 

C **, 
CP 
D, 

D *> 

D **, 
E 0’ 
E **r 

.f 

.tT 

f* = ! 1 

1 

r 
1 -exp 1 lV*Y -~-- 

J E,a v 1 
hypothetische Funktion (B 18); 

,fer= ~ 1 - exp - LIv,Y 
iI J&a v 

x Jl + q 

hypothetische Funktion (B 26); 
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Konstante des Wandgesetzes der Ge- 
schwindigkeit bei Druckanstieg (A 11): 
= C&W ; 
Druckziffer = [(p - p,)/(p/2)ui] ; 
Konstante des logarithm. Wandge- 
setzes der Temperatur fiir Pr = 0,72 
(B 14); 
Konstante des Wandgesetzes der 
Temperatur bei Druckanstieg fiir 
Pr = 0,72 (B 23); 
= D* / JG (B 24); 
= (Pr,), ‘; 
Konstante des Wandgesetzes der 
Temperatur bei der Wandschubspan- 
nung Null (B 28); 
hypothetische Funktion 

= exp (-v/m) (A 3); 
hypothetische Funktion 

= exp 

hypothetische Funktion (A12): 

F, Formparameter = $@$(A 11); 

S(5)? Bestandteil des logarithm. Wand- 
gesetzes (A 20); 

G. = F-‘(A 14); 
G,(q), (B 53) bzw. (B 81); 
G*(q), (B 57) bzw. (B 85); 

H, 

wl)~ 

w 

M, 

9, 
40, 
Rex, 
Rea, 
St, 

u, 

V* ) 

W, 
x, Y> 

Z, 

P> 

6, 
8,, 
61, 

= 21% (B 70); 
x2 E, J/i 

Korrekturglied zum logarithm. 
Wandgesetz (A 25); 
empirischer Koeffizient = 0,6 (A 3); 

= -$;,(B38); 
0 

(A 18); (A 32); (B 34); 
statischer Druck; 
Prandtlsche Zahl = c&J; 
turbulente Prandtlzahl = AJA,; 
turbulente Prandtlzahl in der wand- 
nahen vollturbulenten Schicht; 
Warmestromdichte; 
Warmestromdichte an der Wand, 
= u,xIv; 

U,SjV; 
gantonsche Zahl 

40 1 
= pc,(To - Tl)ul(x)’ 

absolute Temperatur; 
Wandtemperatur; 
Temperatur der ausseren Striimung; 

= (To - T)r,:(B 13); 

= T,/ JG (B 24); 
Geschwindigkeitskomponenten; 
Anstriimgeschwindigkeit; 
Geschwindigkeit der Busseren Po- 
tentialstromung; 

= T [d(u,/uo)/dReX]-’ (A 31); 

Schubspannungsgeschwindigkeit 
= J(zo/d: 

Ahnlichkeitsparameter (A 24); 
Koordinaten; 
(A 15); (A 31); (B 31); 

Ahnlichkeitsparameter = : g; 

Dicke der Striimungsgrenzsihicht; 
Dicke der Temperaturgrenzschicht; 
Verdrangungsdicke; 
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= 6,/d; 
= y/b; 
relative Dicke der anisotropen Schicht 
des Geschwindigkeitsfeldes (B 55) 
bzw. (B 82); 

= u,y F” (A 14); 
V 

universelle Konstante der Wand- 
gesetze = 0,41; 
empirischer Koelfizient (B 1); 
Warmeleitfahigkeit; 

_ ’ td;/fJb(A 31); 
2 

(A ;5); ’ 
Zahigkeit ; 
kinematische Zahigkeit = ,u/p; 
= 4Jc,; 
Dichte; 
Schubspannung; 
Wandschubspannung; 
= (T - r,)/(T, - T1); 
Wandgesetze der Temperatur (B 38) 
bzw. (B 70); 
= u/ul(x); 
Wandgesetze der Geschwindigkeit; 
(A W, (A 34); 
= (u/u,) F-+. (A 14). 

EINLEITUNG 

DIE VOKLIEGENDE Arbeit enthalt eine Erweite- 
rung der vom Verf. [l-3] entwickelten Konzep 
tion fur die Berechnung inkompressibler tur- 
bulenter Stromungsgrenzschichten auf inkom- 
pressible turbulente Temperatur-Grenzschich- 
ten. 

Die Basis der genannten Konzeption bildet 
eine im Rahmen der Dimensionsanalysis auf 
phanomenologischer Grundlage gebildete for- 
mal einfache Hypothese iiber den turbulenten 
Impulstransport. Das dann zur Anwendung 
kommende Berechnungsverfahren macht ent- 
scheidenden Gebrauch von der Feststellung, 
dass bereits die Wandgesetze eine Approxima- 
tion der Geschwindigkeitsprofile liefern, so dass 

die Aufgabe sich darauf reduzieren lasst, eine 
Korrektur zu den Wandgesetzen zu berechnen. 
Mathematisch wird dergestalt das Problem 
auf die Losung gewohnlicher Differential- 
gleichungen vereinfacht. Fur sog. Aquilibrium- 
Grenzschichten, die ein fast ahnliches Verhalten 
aufweisen und durch Konstanz eines Para- 
meters gekennzeichnet sind, erfordert die Rech- 
nung dabei nur Quadraturen. Bisher durch- 
gefiihrte Rechnungen fiir Equilibrium-Grenz- 
schichten vom Clauserschen Typ und fur das 
Stratfordsche Modell einer Grenzschicht mit 
der Wandschubspannung Null ergaben einfache 
explizite Formeln in ijbereinstimmung mit 
dem Experiment. 

Hinsichtlich des turbulenten Warmetrans- 
ports in einer Grenzschicht, der den Gegen- 
stand dieser Arbeits bildet, ist von grund- 
satzlicher Bedeutung die Feststellung, dass- 
wie die Messungen von P. S. Klebanoff [4] 
erweisen, Abb. 1-bei einer turbulenten Stro- 
mungsgrenzschicht an die Schicht inhomogener 
anisotroper Turbulenz eine Schicht vom 
Charakter homogener isotroper Turbulenz 
anschliesst (die scheinbare Inhomogenitat dieser 
Schicht ist als durch die Intermittenz bedingt 
anzusehen). Diese Feststellung ist hier insofern 
von Bedeutung, als in dieser Schicht bei 
grijsserer Dicke der Temperaturgrenzschicht 
als der Stromungsgrenzschicht der Transport 
von Warme erfolgt. 

Von diesem Sachverhalt ausgehend wird 
zunachst fur die inhomogene anisotrope Schicht 
die Hypothese iiber den turbulenten Impuls- 
transport sinngemass auf den turbulenten 
Warmetransport iibertragen; durch Anschluss 
an diese Schicht ergibt sich dann der Warme- 
transport in der homogenen isotropen Schicht. 
Der Rechengang macht dann wieder-analog 
dem Vorgehen bei der Striimungsgrenzschicht- 
Gebrauch von der Approximation der Tem- 
peraturprofile durch die Wandgesetze der Tem- 
peraturverteilung. 

In der vorliegenden Arbeit wird der For- 
malismus hir Temperaturgrenzschichten mit 
konstanter Wandtemperatur entwickelt. Als 
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PS Klebanoff, NACA Rep. 1247 

ABB. I. Mittlere Werte der Schwankungen der Geschwindigkeitskomponenten in 
der turbulenten Grenzschicht an der ebenen Platte. 

Beispiele werden explizit die Temperaturgrenz- 
schicht an der ebenen Platte sowie die 
Temperaturgrenzschicht bei der Wandschub- 
spannung Null beschrieben; mit vorliegenden 
Messungen ergibt sich befriedigende iiberein- 
stimmung. 

An empirischen Elementen enttilt die hier 
.forndierte Theorie lediglich vier als universe11 
angesehene Konstanten: die beiden Koeffizienten 
in der Formel fir den turbulenten Austausch des 
Impulses in der Unterschicht; die relative 
Breite der inneren, noch dem Einfluss der 
Wand unterliegenden, Schicht des Geschwin- 
digkeitsfeldes; und fiir StrGmungen von Luft 
die turbulente Prandtlzahl in der wandnahen 
vollturbulenten Schicht. 

kiinnen wir uns hier-in Riicksicht auf die in 
[l-3] gegebene ausfiihrliche Darstellung-auf 
die wesentlichen Punkte konzentrieren. 

Es bezeichnen im folgenden x, y Koordinaten 
l%ngs und senkrecht zur Wand; u, v die entspr. 
Geschwindigkeitskomponenten; p den sta- 
tischen Druck, p die Dichte, v die kinema- 
tische ZBhigkeit; 5 die Schubspannung, zO die 
Wandschubspannung und b; die Grenzschicht- 
dicke. 

(I) Ifypothese iiber den turbulenten Impuls- 
transport 

Dimensionsanalytisch erhalt man fiir die 
Geschwindigkeitsverteilung in der vollturbulen- 
ten Schicht der Grenzschichtstriimung mit 

dp 
A. INKOMPRESSIBLE TURBULENTE 

z = ~~ + dxy + Trggheitsglieder 

STROMUNGSGRENZSCHICHTEN au 1 Jw 
Wir stellen zuntichst als Grundlage fiir die 

-=-- 
dY x Yf(Y/4 

(1) 

nachfolgende Berechnung der Temperatur- 
grenzschicht das Berechnungsverfahren fiir die (X empirischer Koeflizient), 
turbulente Strijmungsgrenzschicht dar. Dabei wo f(y/b) eine bei der Dimensionsanalyse 
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unbestimmt bleibende Funktion ist. Aus (1) Den turbulenten Austausch A,, deliniert 
folgt fur die turbulente Schubspannung durch 

z - = “2Y2f 2 
( > 

f au 2 
C-1 ay ’ (2) 

P 

T -=A,!! 
P 8Y’ 

also der Prandtlsche Mischungswegansatz. setzen wir demnach 

Dabei unterstellen wir, dass fur grosse 
Reynoldssche Zahlen Re, = u,& (uO Anstrii- 

A, = ,2y2ee2'l/"'!! 

ai 
(4) 

mungsgeschwindigkeit) b;/x nur schwach veran- Fur die Grenzschicht an der ebenen Platte 
derlich ist und eine Abhangigkeit f von 6/x 
ausser acht bleiben kann. Die Funktion ,f(y/6) 

ergibt sich damit (Abschn. IIIa) die Formel 

hangt-so betrachtet- nur von der Geometrie Ar, _ y? ~(1 _ ?) eeqr 
” des Modells ab und ist daher fir Grenzschichten u,b (5) 

vom Charakter der Striimung an einer ebencn (v* = J(sO/p) sog. Schubspannungsge- 
Wand als universelle Funktion anzusehen. schwindigkeit) 

0.05 - 0.05 - . c l my\;4 . 0,04 0,04 
-/ 

; \ . . 4 4 
0.03 0.03 . P S. Klebanoff . P S. Klebanoff 

x A.A.Townsend x A.A.Townsend 

0.32 d o Intermittenz o Intermittenz 

4 
/ 

elmxnlert elmxnlert 

3.01 -; 

+ - - Theorie Theorie 

: 
/ 

3 3 0.1 0.1 0.2 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0,e 0,9 0.3 0.4 0.5 I.0 

l my\?4 . 
\ . . . 4 

; J Nlkurodse l ’ . 

\ 
l 

0.6 0.7 0,e 0,9 I.0 

ABB. 2. Turbulenter Austausch an der ebenen Platte. 

Die auf der phanomenologischen Grundlage 
von Messungen der turbulenten Grenzschicht 
an der ebenen Platte formulierte Hypothese* 
lautet 

,f(q) = epqim 
( ) 

v=; fi.ir 0 G y d I (3) 

mit dem empirischen Koeffizienten m = 0,6. 
Siehe hierzu such Anhang 

* Eine Begriindung der Hypothese vom Standpunkt 
der Turbulenzstatistik hat neuerdings Y. A. Buyevich [5j 
gegeben. 

die, wie die von I. 0. IHinze [6] vorgenommene 
Analyse von Messungen (Abb. 2) zeigt, gut mit 
dem Experiment tibereinstimmt. 

Der Koeffizient m kann physikalisch 
interpretiert werden. Vom Gesichtspunkt einer 
“inneren”, noch dem Einfluss der Wand unter- 
liegenden, Schicht und einer “ausseren” Schicht 
vom Charakter freier Turbulenz mit konstantem 
Austausch, der jedoch durch Intermittenz nach 
aussen hin auf Null abfallt, kann m als relative 
Breite der inneren Schicht aufgefasst werden; 
vgl. Abb. 2. 
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Rohr T i&’ =I05 X IO’ J Nlhurodse, 

l f?e= 3240 X IO3 
VDJ - Forschg 

356(1932) 

Ebener Kanol: F Fe = 146 X IO3 J Nlhuradse 
VDJ - Forschg 

289(19291 
A vx = 15,P cm/s 

H Aeichardt 
l “*= 19.8 cm/s 

za/vhY 31 (1951) 
’ vx: 45. I cm/s 

- Theorle 

ABB. 3. Turbulenter Austausch im Rohr und ebenen Kanal 

Turbulente Parallelstriimungen zwischen 
festen Wanden (Rohr, ebener Kanal, geradlinige 
Couettestromung) weisen bei grundsatzlich 
gleichem Mechanismus des turbulenten Trans- 
ports eine andere Struktur auf. Die relative 
Breite der inneren Schicht betragt hier etwa 
m = 0,8; und die anschliessende lussere Schicht 
vom Charakter freier Turbulenz mit konstantem 
Austausch unterliegt hier nicht der Intermittenz. 
Dementsprechend gibt das [7] fur das Rohr 
bzw. den ebenen Kanal in q = [l - (r-/r,)] 
(r Zylinderkoordinate, r0 Rohrradius) bzw. 
q = [y/@/2)] (b Kanalbreite) 

Odqdm 
fiir 

mdqdl (6) 

mit B = r0 bzw. b/2. 

Entspr. fur die geradlinige Couettestromung in 
r = y/@/2) (h Wandabstand) 

A 

1 

x’1 e -@f/W /ml O<qdm 
I= A 

fur 
v,h/2 2 

c 1 v,hP ,,= 0.8 
mdrl<l 

1 

(7) 

[Fur f(q) ist hier e-(~‘2’(1/m) zu setzen, da die 
Breite der Striimung von der ruhenden Wand 
bis zum Maximum der Geschwindigkeit h 
betragt.] 

Einen Vergleich mit Messungen enthalten die 
Abb. 3 und 4. 

(II) Wandgesetze der Geschwindigkeitsverteilung 
Wie in der Einleitung bemerkt, werden wir 

bei der Berechnung der Grenzschicht Gebrauch 
von den Wandgesetzen machen. 

Die Wandgesetze, deren funktionale Form 
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. 
: . 

p ? 
c 091 

A x/h =72,1 A x/h =72,1 H Relchordt H Relchordt 

s Re = I7 X IO3 M/t/. MPJ Str6m Re = I7 X IO3 M/t/. MPJ Str6m 

n x/h =ao,4 n x/h =ao,4 forsch 22 (19591 forsch 22 (19591 

- Theorie - Theorie 

I I) I) 
0 0 0,5 0,5 1 .o 1 .o 

77 77 

ARK 4. Turbulenter Austausch in der geradlinigen Couette-Striimung. ARK 4. Turbulenter Austausch in der geradlinigen Couette-Striimung. 

als hypothesenfrei anzusehen ist, beschreiben 
die Geschwindigkeitsverteilung in der 
rvandnahen vollturhulenten Schicht. Vorausset- 
zung l?ir die Existenz der Wandgesetze ist eine 
relativ diinne Unterschicht, definiert durch gleiche 
Griissenordnung des molekularen und turbu- 
lenten Impulstransports. 

(a) Wandgesetz bei z zz zO. In diesem Fall, 
den wir i. allg. bei Druckabfall und massigem 
Druckanstieg antreffen, folgt aus (2) mit f z 1 
das universelle log. Gesetz 

-~!ln!?!!+C u 

v* 31 V 
! 

mit den hier als universe11 angesehenen 

I 

(8) 
empirischen Koeflizienten 

x = 0,41; c = 5,lO. 

Dass das logarithmische Gesetz unter den 
genannten Voraussetzungen die Geschwindig- 
keitsprofile iiber der gesamten Grenzschicht- 
breite approximiert, setzen wir als bekannt 
voraus. 

Dem turbulenten Austausch in der Unter- 
schicht legen wir im folgenden die Hypothese 
von van Driest [8] zugrunde 

“*Y au A, = x*y*j-; _ - 

mit 
( 1 v JY I (9) 

V*Y 
f i-1 * v 

=l-exp -it+; 

( 11 
a universelle Konstante 2 25,13. 

Hypothese (9) stellt das Analogon zur Hypo- 
these (3) dar ; siehe hierzu Anhang. 

Unter Berticksichtigung des in der Unter- 
schicht nicht zuvernachlassigenden molekularen 
Transports erh2lt man dann fiir die Gesch- 
windigkeitsverteilung in der Unterschicht 

(10) 

die mit experimentellen Ergebnissen gut iiber- 
einstimmt und fiir v*y/v --) CO in das logarithmi- 
sche Gesetz (8) iibergeht. 

(b) Wandgesetz bei T % T,, + (dp!&)y. Bei 
stlrkerem Druckanstieg und relativ kleiner 
Wandschubspannung ist der Einfluss des Druck- 
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gradienten in der wandnahen Schicht nicht Tabelle 1. Wertu in Klammern nach G. L Mellor [l 11 

mehr zu vernachllssigen. F c* G 
In diesem Fall erhalt man aus (2) mit f z 1 

C** 

[9, IO] das Wandgesetz 

mit dem Formparameter 

v dpldx F=--. 
v* Pv: ! 

Solange der Druckgradient noch nicht wesent- 
lich in das Kraftegleichgewicht der Unterschicht 
eingreift, wird man hier die Koefhzienten Z, C, 
denen des logarithmischen Gesetzes gleich 
setzen konnen. 

Beim Eingriff des Druckgradienten in die 
Unterschicht erfordert die Bestimmung von C, 
jedoch eine Hypothese iiber den turbulenten 
Austausch in der Unterschicht. In Verallge- 
meinerung von (9) setzen wir mit 

dp r=z,+~y 

> 

(12) 

Man erhalt damit die Geschwindigkeitsvertei- 
lung 

0 5,lO (4,901 1 ,o vo, 
0,Ol 5,12 (4,911 03 7,905 
0.02 5,17 (4,941 W 7,56 
0,04 5,285 (5,011 0,4 7,12, 
0,06 5,40 (5,lO) 02 6,45 
0,08 5,515 (5J.9) w 5,83 
0.1 5,625 (5,261 0,08 563, 
02 6,J’& (5,63) 0,06 5,395 
0;4 W, (6,18) 0,04 5,07 
W 7,37 (6,651 0,02 4,56 
68 7,82 (7,OO) 0,Ol 4,ll 
LO 8,20, (7,341 0 2,23 

(7,341 
(7,OO) 
(6,70) 
(6,251 
(5,501 
(4,901 
(4,751 
(4,451 
(4,201 
(3,501 
(3,151 
(1,33) 

Fur kleine v* ist-vgl. G. L. Mellor [l l]- 
folgene Form zweckmassiger : 

Mit 

w* = G + u* 
1 + J[l + 4x2rl;(G + q,Jf:] d” 

wo 

E - f VI* ,,‘(G + r*) . 

.u4> 

die fur ~J*Y/V + m in das Wandgesetz (11) Ftir C, bzw. C,, = (JG) C, ergeben sich dann 
iibergeht. Einige nach (13) berechnete Funktio- die in der Tabelle 1 angegebenen Werte, die- 
nen enthalt Abb. 5. wie angemerkt sei-verhaltnismassig wenig von 
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60 

>(f 40 - 

ABR. 5. Geschwmdigkeitsverteilung in der Unterschicht und wandnahen 
vollturbulenten Schicht bei Druckanstieg. 

denen abweichen. die G. L. Mellor [ll] auf eine Approximation der Geschwindigkeitspro- 
einem anderen Wege gefunden hat. file tiber der gesamten Grenzschichtbreite liefert. 

Das Wandgesetz (11) besitzt nun-analog Vgl. als Beispiel Abb. 6, die-abweichend von 
dem logarithmischen Gesetzdie Eigenschaft, der Darstellung in [12]-theoretische und ex- 
dass es bei Grenzschichten mit Druckanstieg perimentelle Verteilungen unter Zugrunde- 

30 - 

i 

A Fage, RUM 1852 (1938) 

‘0 0 C, =6,4 X 10m3, F= I,5 

. C,=3.1 x 03, F=4,5 

- Theom 

--- log. Wondgesetz 

x m3 
x m3 

ABB. 6. Wandgesetz der Geschwindigkeitsverteilung bei Druckanstieg 
im Vergleich mit Messungen. 
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legung der experimentellen Werte von cs und F 
und mit den universellen Konstanten X, C nach 
(8) enthtilt; siehe such [12]. 

(III) Berechnungsverfuhren und Beispiele 
(a) Turbulente Grenzschichten mit logarith- 

mischem Wandgesetz. In dimensionsloser 
Schreibweise 

[ui(x) aussere Potentialstromung] 

und mit 

Re, = F (u,, Anstriimgeschwindigkeit), 

erhalten wir bei Elimination von v/u1 mittels 
der Kontinuitatsgleichung und durch nach- 
folgende Integration tiber n die Grenzschicht- 
gleichung der vollturbulenten Schicht 

7 
-T= 
PUl 

1 a0 ' 
+ -Red- 

4 luo aRe, s 
odrl 

0 

i a 
--~ 

U, lu, aRex 

(E c, - a; 

hier ist nach (2) und (3) 

(15) 

z am 2 2 = x2q2 emhIm _ 
PUl 0 aa (16) 

zu setzen. 
Die Randbedingungen lauten 

02-O ftir q=O 
Ui 

i 
(17) 

o=l fur q=l. J 

Fi.ir q = 1 folgt mit w = 1 und r = 0 der 
Impulsintegralsatz 

c, = ’ 
wuo)2 

F]Rea(l -1 m2dn) 

1 0 (18) 

Mit dem Symbol 

kijnnen wir dann nach (IS), (16) und (18) such 
schreiben 

am 1 Jo - WN)I e4,m -=- 
aa 5 rl 

(19) 

Vom Gesichtspunkt einer Korrektur zum 
approximierenden Wandgesetz-vgl. Abschn. 
2-berechnen wir nun die in (19) auftretenden 
Tragheitsglieder mittels des logarithmischen 
Wandgesetzes (8) 

m. = k In rl + .4(t) 

mit (20) 

(Index 0 kennzeichnet hier und im folgenden 
das Wandgesetz). Die auftretenden unbekannten 
Parameter t und Re, werden im weiteren 
mittels der Randbedingung o = 1 fur q = 1 und 
des Impulsintegralsatzes bestimmt. 
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Mit o0 = 1 fur rl = 1 kommt in 1. Naherung und 

Re, = E&-xc. (21) 0 = 1 + i {In q + K(q) - K(1)). (27) 

Wir konnen dann such setzen Der Parameter W steht in enger Beziehung zum 

1 
Clauserschen Ahnlichkeitsparameter 

coo = 1 +-lnq. 
5 

(24 
p = 2 g (6, Verddngungsdicke); 

Spalten wir in (19) die Singularitlt ab, so 

0 = k In rl + g(5) + 
und zwar ist 

fl = -{I} eeKtl) W 

+ i ’ J[l - (Z/N)] esim - 1 
t 1 

mit 
dv, (23) 

9 
0 (1) = (1 + K(1) - jKd.rl}. 

wo nunmehr das letzte Glied die Korrektur 
zum logarithmischen Gesetz angibt. Ftir diese 
Korrektur beschrinken wir uns in der Rechnung 
auf Glieder der Grossenordnung l/t(t - 10). 
Mit (22) ergibt eine einfache Rechnung 

Z 
- * 9 -2W~ln~, 
N 

1 (24) 
duduo 
dRe, 

so dass also 

w = j In rl + g(r) + i K(n) 

mit I (25) K(v) = s ’ J(l -tj+2Wylny)e~‘“-1 dy, 
rl 

0 

Wir merken noch an, dass man die so gewonnene 
Korrektur zum logarithmischen Gesetz als 
ersten Schritt einer Iterationsrechnung ansehen 
kann, die man beliebig fortsetzen kann. 

o hat der Randbedingung o = 1 fti r] = 1 
zu gentigen. Das ergibt jetzt in 2. Naherung 

0 

Der Verlauf von W in (25) bzw. von 5 in Abhan- 
gigkeit von Rex ist dann aus dem Impulsinte- 
gralsatz (18) zu ermitteln, wobei die Quadraturen 
nunmehr mit (27) durchzufiihren sind und Re, 
nach (26) einzusetzen ist. 

Fur Equilibrium-Grenzschichten mit /I = 
const. bzw. W = const. ergibt der obige Forma- 
lismus einfache explizite Formeln, die z. B. 
mit den von H. J. Herring, J. Norburry [13] 
durchgefiihrten Experimenten gut tibereinstim- 
men [l]. 

Fur die Stromungsgrenzschicht an der ebenen 

Tabelle 2 

0,02 0,024 0,56 0,695 
0,04 0,047 0,60 0,743 
0,06 0,07 1 0,66 0,814 
0,08 0,093 0,70 0,858 
0,lO 0,119 0,76 0,920 
0,16 0,192 0,80 0,957 
0,20 0,241 0,86 1,003 
0,26 0:316 0,90 1,026 
0,30 0,367 0,92 1,034 
0,36 0,443 0,94 1,039 
0,40 0,494 0,96 1,041 
0,46 0,570 0,98 1,039 
0,50 0,620 1 ,oo 1,026 

Re 
d 

= 5 e~-+K(l) (26) (1) = 1,430. 
x A = 2,612 (1. Niiherung A = 2,000). 
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Platte erhalten wir nach (25) und (27) die 
einfache Formel 

Rex = $ (1) ,-(uc+K(l)) 52 e< 

w = 1 + t {ln q + K(v) - K(1)) 1 + const. 

mit 

(29) 

s J(1 - q) erlim -. 1 d?. 
J 

\ 
m4 = 

? die fur const = 0 gut mit der von D. B. Spalding 
[14] ermittelten empirischen Kurve tiberein- 

Tabelle 2 enthalt die berechnete Funktion stimmt. A nach Tabelle 2. 

20- 

Re,X b=4,56 DWSmith 

2686 J H Walker 

- Theorie 

----- log.Wondgesetz 

ABB. 7. Geschwindigkeitsverteilung in der turbulenten Grenaschicht 
an der ebenen Platte. 

K(q). Einen Vergleich mit Messungen zeigt (b) Turbulente Grenzschichten in Abliisungs- 
Abb. 7. &he. Die Abldsungsnahe ist dabei durch die 

Fur den turbulenten Austausch haben wir Forderung definiert, dass in der vollturbulenten 
damit die in Abb. 2 aufgetragene Verteilung Schicht 

3 = q J(1 - q) eeslm. 

dp To 6-y. dx (30) 

Der Bewegungsgleichung (15) geben wir mit 

Aus dem Impulsintegralsatz (18) schliesslich A = L WW 6 
gewinnt man die Widerstandsformel 2 PU? 
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an. Der Rechengang verlauft dann wie in 
Abschn. IIIa. Unterwerfen wir wO der Rand- 

U= UliUO 
4Wo)ldRex 

bedingung oO = 1 fur q = 1, so kommt 

die fur das vorliegende Model1 zweckmassigere 
00 = 1 + 2 (JAO) C(Jv) - 11. (35) 

Die in (31) und (32) auftretenden Tragheits- 
glieder werden dann mit (35) berechnet. Das 
ergibt mit 

Form 

Der Impulsintegralsatz lautet 

-l 

t 

a a dJAo 

--=aJ/1,dRe, aRe, 

(31) 
z = Ao(Yrj + sr/” + ty2); 

r = 1 - 4(&l,) (1 - y.‘ilo) 

d&o - 31 - 2JAo) u dRF’ 
x 

1 .r --A o(1 -2ce)dq I (32) 

ES folgt mit l/c2 @ -4~ nach der oben genannten 
Voraussetzung 

N = A, 1 - 2(&t,) + $I, 

- 3(Jno, (1 - Jno, g 
x 

- W - 4 JA,> u 

(33) 
Die auftretenden unbekannten Parameter LI 

und 5 waren im weiteren Verlauf der Rechnung 

Das Wandgesetz (11) nimmt hier die einfache 
mittels der Randbedingung o = 1 fiir q = 1 

Form 
und des Impulsintegralsatzes (32) zu bestimmen. 

Ftir ;iquilibriumgrenzschichten n = const. 

- 3 In 5 + KC, 

- 2 + In (4x3) + In ( )I - U !L 
uo 

reduziert sich die Rechnung wieder auf Quad- 
raturen und ergibt einfache explizite Formeln. 
Gute ijbereinstimmung ergab sich mit Clausers 

(34) Equilibrium-Modell (pressure distribution 2) 
bis auf die lokalen Widerstandswerte cf, die 
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bei F. H. Clauser [15] mittels des logarith- 
mischen Wandgesetzes ermittelt wurden, was 
in Abliisungsnahe nicht zulassig ist; vgl. [2]. 

Gem&s unserem Vorhaben beschranken wir 
uns in der weiteren Darstellung auf das Strat- 
fordsche Model1 T,, rc 0 [16]. 

Aus (34) folgt zunachst 

Gerechnete und gemessene Profile enthalt 
Abb. 8. 

Den zur Erzeugung der Grenzschichtstro- 
mung mit der Wandreibung Null erforderlichen 

00 = 2(J~ok/?) + lim 
5-‘m 

{$xC* + In( -lJz)]}. 

Nehmen wir ftir die Bussere Potentialstromung 
ein Potenzgesetz 

an, so kommt nach Definition (11) von F und 
mit C,, nach Tabelle 1 
00 2 WA,) (Jrl) 

+ &*( - =-)+(; - D2)-(‘+n”3. (37) 

Ftir grosse Re,..(Re,, + co) erhalt man aus der 
Randbedingung o. = 1 fur q = 1 

(,/A,) =3 und o. = Jq. (38) 

Die Rechnung mit (38) ergibt dann nach (36) 

(39) 

Es folgt aus (33) 

OJ = c&u 4(v) 
mit 

eqlm dq 

(40) 

Die Randbedingung o = 1 fur q = 1 erfordert 

(,/A) = &, was mit 4(l) = 2,629 

(,/A) = 0,38 (41) 

gibt. 

0) i I,0 
ABB. 8. .&quilibriumprofil der Geschwindigkeit bei der 

Wandschubspannung z0 = 0 (Stratfords Model]). 

Verlauf der Potentialstromung #i(x) entnehmen 
wir dem Impulsintegralsatz (32) 

-12; l 
1 

- 
i^ 

o( 1 - o) dq + ~(1 - 2~) dq, 
x. 

0 

der mit 

14 dq = 1,645; j 4” dv] = 3,174 
0 0 

Q(X) 
(42) 

- = 
D 

UO 

liefert. Die Integrationskonstanten 
D,, D, sind durch das jeweilige 
Model1 festgelegt. (In 1. Naherung 
mit (38) erhielte man den Exponenten 
- 0,25.) 
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Die Abb. 9 zeigt den gerechneten und determiniert anzusehen: die Dichte p, die 
gemessenen Verlauf des Druckes 

~~(=~~=1-D:(z-D~)-“.470; 

spezifische W%rme cP bei konstantem Druck, 
die Wgrmestromdichte q, den Wandabstand y 
und die Dicke b, der Temperaturgrenzschicht. 

(43) Insofern die Transporteigenschaften wesentlich 
wobei-nach Messung vom Charakter der Turbulenz abhgsgen, tritt 

als weitere physikalische Einflussgrbsse au/@ 
D , 2 (JO,37), D2 2 034. hinzu. 

o B SStrotford 

- Theorie 

Am. 9. Druckverlauf fiir Stratfords Model1 

B. INKOMPRESSIBLE TURBULENTE Dimensionsanalvtisch erhalt man dann mit 
TEMPERATUR-GRENZSCHICHTEN q = q. + Konvektionsglieder 

(I) Hypothese iiber den turbulenten K7tirme- 
transport. 

Wir unterscheiden irn folgenden-vgl. Ein- 
[q. = - R (El0 E+,;estromdichte an 

> 
leitung-in der StrGmungsgrenzschicht eine 
Schicht inhomogener und anisotroper Turbu- i. WBrmeleitfihigkeit 

lenz, gebunden an &lay # 0, und eine 
1 

anschliessende Schicht vom Charakter homo- aT lqll 1 -= --- 
gener und isotroper Turbulenz (aujay z 0). dY %- PCpauldyy2f:o 

(a) Inhomogene anisotrope Schicht. In der (3tT empirischer Koefflzient), 
oollturbulenten Schicht ist die Temperatur- 

der 

(1) 

verteilung T (absolute Temperatur) zunlchst wo .fT(y/&) eine bei der Dimensionsanalyse 
als durch folgende physikalische Einflussgrbssen unbestimmt bleibende Funktion ist. Wie bei 
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der Striimungsgrenzschicht lassen wir eine Ab- Theorie eine empirische Zahl. Der Parameter 
hangigkeit der Funktion fT von b;,/x ausser A = 6,/d ist als Variable anzusehen gemass 
acht. Es folgt einer der beiden Konstellationen 

4 y auaT -=- 
PC, 

x+y2f$ 7 --. 
0 b ay ay (2) 

Die Funktion &(y/&.) ist dabei wieder fur 
Grenzschichten vom Charakter der Stromung 
an einer ebenen Wand als uniuerselle Funktion (0) ibl 

anzusehen. 
Wir iibertragen nun die Hypothese i.iber den 

turbulenten Impulstransport (A 3) f(y/b;) = 
Hinsichtlich der Hypothese (3) ist zu bemerken, 

ee4jrn sinngemtiss auf den turbulenten Warme- 
dass die Temperaturgrenzschicht, such wenn 

transport und setzen 
sie wie in (b) zunachst innerhalb der Stromungs- 
grenzschicht gelegen ist, infolge des schwanken- 
den Charakters ihrer Husseren Grenze ein = e-Ol~~~lh-) = ,-v/mA 

(3) intermittierendes Verhalten zeigt; experimentell 

mit m = 0,6 fur Grenzschichten. J 
hat das D. S. Johnson [17] nachgewiesen. 

Zur Prtifung des Ansatzes (4) ftir A, wird 
Fur den Austausch A,, detiniert durch hier zunachst eine Messung von R. E. Johnk 

[ 181 herangezogen, in der die Entwicklung 
einer Temperaturgrenzschicht innerhalb einer 

4 -=- *E 
PCP qay' 

ausgebildeten turbulenten Rohrstriimung (Kon- 
stellation b) untersucht wurde. Theoretisch 
erhalt man [7] fur die turbulente Rohrstriimung 

nehmen wir also an mit (A 6) 

A, = x$y2 e-z(d?!!~ 
du vl 

ay dy- xy - ?- ,+/(I - q) eq’o.8 fur 0 < q < O$. 

Das Verhaltnis der Austauschgrossen A, und Damit kommt nach (4) 
A, (A 4), dessen reziproker Wert als turbulente 
Prandtlzahl Pr, bezeichnet wird, ergibt sich A, = E,xv,yJ(l - v) exp 
damit-wenn wir noch das Symbol [&(I -:)I 

E, =+ 
fur 0 6 q ,< 0,8. (7) 

x Nach Messungen-siehe Abschn. II-betragt 
einfiihren-zu fur Strijmungen von Luft E, 2 l/0,89. Ein- 

?(- -$) = E,exp[Pz(I --:)I. (6) 
setzen der gemessenen Werte von U* und ge- 
schatzter Wert von A aus einem Diagramm in 
[18] in Formel (7) ergibt dam-i die in Abb. 10 

Demnach wtirde also in der anisotropen voll- eingetragenen Verteilungen von A,. Die ange- 
turbulenten Schicht mit wachsendem Wand- gebenen experimentellen Werte A, wurden von 
abstand Pr, ansteigen, konstant sein oder Johnk aus den gemessenen Temperaturvertei- 
fallen; je nachdem ob A > 1, = 1, <l. lungen ermittelt, wobei graphische Differentia- 

l/E, ist gleich (Pr,), in der wandnahen voll- tion zur Anwendung kam. Man kann fest- 
turbulenten Schicht und im Rahmen unserer stellen, dass unser Ansatz (7) qualitativ das 
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ABB. 10. WHrmeaustausch emer Temperaturgrenzschicht in einer ausgebildeten 
turbulenten RohrstrBmung. 

richtige Verhalten zeigt und in quantitativer 
Hinsicht in Anbetracht der genannten Unsicher- 
heiten in bemerkenswerter Ubereinstimmung 
mit den Messungen steht. 

Fur die Temperaturgrenzschicht (Konstella- 
tion a) haben wir nach (6) in der anisotropen 
Schicht folgenden Verlauf der turbulenten 
Prandtlzahl 

Pr, = f exp 
0 

[-2; (I $1 . (8) 

Beim Modell der ebenen Platte (Abschn. III b) 
ist fur hinreichend grosse Lauflange nach (49) 
A z E, (Z l/O,89 fur Stromungen von Luft). 
Die anisotrope Schicht reicht nach Theorie (55) 
und Experiment (Abb. 1) bis etwa ‘lo % 0,87. 
Anschliessend haben wir eine Schicht isotroper 
Turbulenz (Abschn. I b), fur die wir nach (A 5) 
sowie (10) und (54) 

Mit (8) und (9) erhalt man die in Abb. 11 wieder- 
gegebene Verteilung von Pr,. In einer ktizlich 
erschienenen Arbeit haben R. L. Simpson, 
D. G. Whitten and R. J. Moffat [19] aus 
Messungen an der ebenen Platte die Verteilung 
von Pr, tiber der Grenzschichtdicke unter 
vereinfachenden Annahmen und bei approxi- 
mativer Bestimmung der Proliltangenten ermit- 
telt. Die erhaltenen Werte Pr, weisen zwar eine 

- Theorie 

ABB. II. Prohl der turbulenten Prandtlzahl an der ebenen 
Platte. erhalten. 
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starke Streuung auf, doch konnte man der 
Messung entnehmen, dass fur Luft statt l/E, = 
0,89, dem unseren Rechnungen zugrundegeleg- 
ten Wert, besser l/E, = 0,92 anzunehmen ware; 
vgl. Abb. 11, in die wir noch die theoretische 
Verteilung von Pr, fur E, = l/O,92 mit ‘lo z 0,90 
eingetragen haben. 

Soweit man also auf Grund der hier vorge- 
nommenen Gegeniiberstellung des Ansatzes (2), 
(3) mit Messungen urteilen kann, dtirfte fiir 
Grenzschichten mit Druckabfall oder massigem 
Druckanstieg der Ansatz eine tragfahige Basis 
bilden. 

(b) Homogene isotrope Schicht. An die Schicht 
inhomogener anisotroper Turbulenz (&flay # 0) 
schliesst sich (vgl. Abb. 1) eine Schicht vom 
Charakter homogener isotroper Turbulenz, 
charakterisiert durch angenahert gleiche Be- 
trage des quadratischen Mittels der Schwan- 
kungen der Geschwindigkeitskomponenten 

Die scheinbare Inhomogenitat ist als durch die 
Intermittenz bedingt anzusehen. (Die an die 
turbulente (wirbelhafte) Schicht anschliessende 
turbulenzfreie, aber nicht schwankungsfreie, 
Schicht begreifen wir hier mit ein.) Der Warme- 
transport in dieser Schicht wird aktuell, wenn 
die Dicke d;, der Temperaturgrenzschicht grosser 
ist als die Dicke 6 der Striimungsgrenzschicht. 

In homogener isotroper Turbulenz ist die 
turbulente Warmestromdichte q/pc, als durch - 
die charakteristische Geschwindigkeit ,/vL2 und 
eine charakteristische Lange L determiniert 
anzusehen : 

4 
-= -L(Jv ‘ay PCP 

72 aT (- -Aisg). 

Fur die anisotrope Schicht hatten wir nach (2) 
und (3) die der Intermittenz Rechnung tragende 
Lange 

I, = q.~e-~~~‘. 

Entsprechend setzen wir hypothetisch fur die 
der Intermittenz unterliegende isotrope Schicht 

4 - = - A. e- simA z 
PC, IS ay . (10) 

Anisotrope und isotrope Schicht sind anein- 
ander zu schliessen, was zur Bestimmung von 
A, fiihrt. 

Die Anschluss-Stelle selbst ergibt sich im 
Rahmen unserer Darstellung mittels der Forde- 
rung eines monotonen Verlaufs von aT/aJj; 
vgl. hierzu Abschn. III b. 

(II) Wandgesetze der Temperaturverteilung 
Die Wandgesetze, deren funktionale Form 

als hypothesenfrei anzusehen ist, beschreiben 
die Temperaturverteilung in der wandnahen 
vollturbulenten Schicht. Voraussetzung fur die 
Existenz der Wandgesetze ist eine relative 
diinne Unterschicht, deliniert durch gleiche 
Grossenordnung des molekularen und turbu- 
lenten Impuls- und Warmetransports. 

Wie bei der Strijmungsgrenzschicht werden 
wir bei der Berechnung der Temperaturgrenz- 
schicht Gebrauch von der Approximation der 
Temperaturprolile tiber der gesamten Grenz- 
schichtdicke durch die Wandgesetze machen. 

(a) Wandgesetz bei z 2 rO. Fur die Ge- 
schwindigskeitsverteilung haben wir in diesem 
Fall das logarithmische Gesetz (A 8). 

Bei vernachlassigbarer Dissipation lautet die 
Energiegleichung hier 

2 aT 

-i-) 
=A!L 

PC, ay o 4 ay 
(11) 

(der Fall der warmeisolierten Wand l(aT/ay), 
= 0 bleibt-wie in der Einleitung gesagt-ausser 
Betracht), wobei nach (4) und (5) 

A, = E,x2y2% 
ay 

In Dimensionslosen kommt dann 
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mit der Prandtlzahl 

Pr=ff. 

Integration ergibt fur 

T* = (T, - T) cp F (T, Wandtemperatur) 
(13) 

das bekannte Wandgesetz 

Fur Stromungen in Lufi (Pr = 0,72) hat sich 
der empirische Koeflizient E, aus Messungen 
zu etwa 

1 
E 

o=6jG (15) 

ergeben. Der turbulente Warmeaustausch A, 
ist also in der wandnahen Schicht mit 

A 
2%. 
4 ’ 

grosser als der turbulente Impulsaustausch. 
Allgemein ist eine Abhangigkeit des Koeffizi- 

enten E, von der Prandtlzahl Pr anzunehmen, 
wobei E, mit Pr fallt. Experimentell haben das 
T. Mizushina und T. Sasano [20] durch 
Messungen im Medium fliissiger Metalle nach- 
gewiesen. Eine theoretische Bestimmung von 
E, ist zur Zeit noch nicht mbglich. 

Was die Integrationskonstante D betrifft, 
so hangt diese ebenfalls, wie sich aus Messungen 

in der Unterschicht eine Modilikation der von 
van Driest [S] aufgestellten Hypothese (A 9) 
tiber den turbulenten Impulstransport in der 
Unterschicht zugrunde: 

Fur A, erhalten wir dimensionsanalytisch 
zunachst 

(17) 

Das gibt fur das Verhaltnis der Austausch- 
koeffizienten 

Zu fordern ist in Hinsicht auf (16) 

A 
3 --+ E, U*Y 
A* 

fur --co. 
V 

Weiter ist anzunehmen, dass 

A 
-2 + 1 U*Y 
4 

fur ~- -3 0. 
V 

Das ftihrt auf die Formulierung 

.f*T.(y) = 1 - exp( - hi?). (18) 

Aus der Energiegleichung fiir die Unterschicht 

(19) 

folgt dann mit (A 10) die Temperaturverteilung 
in der Unterschicht 

ergeben hat, von der Prandtlzahl Pr ab. Ihre die fiir v*y/v + 00 in das Wandgesetz (14) 
theoretische Bestimmung scheint jedoch mittels iibergeht. Fur Luft mit Pr = 0,72 und E, = 
einer Hypothese iiber den turbulenten Warme- l/O,89 ergibt die Rechnung in Ubereinstimmung 

transport in der Unterschicht miiglich. mit Messungen (vgl. z. B. [ 181) 
Wir legen dem turbulenten Warmetransport D = 3,36. (21) 
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Abbildung 12 enthalt die durch (20) beschriebene 
Temperaturverteilung mit dem Wandgesetz (14). T,, = (To - T) z 

+ 
(= T,I&) 

(b) Wabdgesetz bei 5 = 7. + (dp(du)!;. Hier 
haben wir das Wandgesetz (A 11) der Ge- die Darstellung 
schwindigkeitsverteilung. Damit dann 11 1 

aT 111 aT = --- 
a~~,Y~4 ( ) E, 3~ fi a(u,Yh) o 

‘** = Eo3t JG 

J(G + VA - JG 
>(24) 

x In 4Gs 
,/(G + tj*) + ,/G + D**’ 

J 
wo 

x JU + W*YlV)l 
(U*Y/V) . 

(22) D,, = $ D,. 

&=0,72; (Pr, &=0,89 

--- Wondgesetz 

F=O 

F=O,Ol 
F=0,02 
F=0,04 
F=0.06 
F =0,06 
F=O,lO 

ABB. 12. Temperaturaturverteilung m der Unterschicht und wandnahen 
vollturbulenten Schicht bei Druckanstieg. 

Integration ergibt das Wandgesetz der Tem- 
peraturverteilung bei Druckanstieg 

(23) 
das fur F z 0 in (14) iibergeht. 

Fur kleine u* empliehlt sich nach (A 14) in 
der Dimensionslosen 

Solange der Druckgradient noch nicht wesent- 
lich in das Kraftegleichgewicht der Unterschicht 
eingreift, wird man die Koeffrzienten 3t, D, 
denen des logarithmischen Gesetzes (14) gleich- 
setzen konnen. 

Beim Eingriff in die Unterschicht ist jedoch 
ein Abhangigkeit des Koeffizienten D, vom 
Druckgradienten zu erwarten. Dimensions- 
analytisch erhalt man analog (17) zunachst 
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mit (25) 

dp z = 70 + zy. 

Fur die Geschwindigkeitsverteilung haben wir 
dabei (A 13) mit (A 12). 

Entspr. (18) setzen wir 

(26) 

Aus der Energiegleichung (19) folgt dann die 
Verteilung 

Tahelle 3 

F D, 

0 3,36 
0,Ol 3,00 
0,02 2,78 
0,04 2,51 
0,06 2,35 
0,os 2,25 
0,lO 2,ll 

die fur v,y/v + 00 in (23) tibergeht und zur 
Ermittlung von D, fiihrt. 

Einige nach (27) berechneten Temperatur- 
verteilungen mit dem Wandgesetz (23) sind in 
Abb. 12 eingetragen; die zugehbigen Werte 
D, in Tabelle 3. 

Abbildung 13 enthalt einen Vergleich mit 

--- Wandgesetz 

Aaa. 13. I emperaturvertellung m der Unterschicht und wandnahen 
vollturbulenten Schicht be1 Druckanstieg im Vergleich mit Messungen. 
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Messungen von A. E. Perry* [21]. Man kann Grenzschichttheorie fur inkompressible Stro- 
feststellen, dass die durch den Druckgradienten mung lautet bei vernachlbsigbarer Dissipation 
bedingte betrachtliche Staffelung der Tempera- 
turprofile durch die Theorie wiedergegeben 
wird. Dass gewisse Abweichungen auftreten, 
ist bei der Schwiergkeit der experimentellen Integrieren wir tiber y und beachten die Identitat 
Ermittlung (Bestimmung des Druckgradienten; 
Messung kleiner cs-Werte und der Warmestrom- 
dichte an der Wand) nicht auszuschliessen. 

Bei der Wandschubspannung r0 = 0 bzw. so erhalten wir mit 

G = 0 ergibt die Umschreibung nach (24) und T - Tl (Tl Temperatur der ausseren 

(A 14) ’ = To - Tl Potentialstromung) 

wo 

f,=l-exp f*== 1 -exp(--$--q$); 

T 
21 1 3 ---c_ -3 

** "EoJv* 
+ -5, fur yI* co. 

(28) 

Die numerische Integration ergab fur Luft und 

E ** = 5,55 (29) 

und die in Abb. 14 angegebene Verteilung. 

(III) Berechnung der Temperaturgrenzschicht 
in dimensionsloser Schreibweise die Gleichung 

Wir entwickeln zunachst allgemein das 
Berechnungsverfahren fiir Temperaturgrenz- 1 ax I 4 ax 1 i i ax 7 

-=-- - 
schichten mit konstanter Wandtemperatur und Pr Res i?q u,s arj 0 Pr Re, ti o 

fiihren dam-i die Rechnung fur die Temperatur- 
grenzschicht an der ebenen Platte und fur die 
Temperaturgrenzschicht bei der Wandschubspan- 

+ (~~l{$---(~e,~wdn) 

nung z. = 0 aus. ’ (31) 
(a) Gleichungen. Die Energiegleichung der 

* Fiir die Mitteilung der Messdaten dankt der Verf. 
Herm Prof. Perry. 
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Pr =0,72. ( fr, ),=O 89 

---Wandgesetz 

Ann. 14. Temperaturverteilung in der Unterschicht und wandnahen 
vollturbulenten Schicht bei dcr Wandschubspannung lo = 0. 

Dabei ist nach (4) und (5) der turbulente 
Austauschkoeffizient der Warme fur die aniso- 
trope Schicht 

aw A + = ,5,,~2q~ e-zWm*-. 
u1b aq 

Analog dem Vorgehen bei der Berechnung der 
(32) Stromungsgrenzschicht (A III) berechnen wir 

nun im weiteren vom Gesichtspunkt einer Kor- 

Fur q = A erhalten wir aus (31) und mit den rektur zu den approximierenden Wandgesetzen 

Randbedingungen die in (35) auftretenden Konvektionsglieder 
mittels der Wandgesetze. 

x=0, Lo fur yl=A (33) 
Die auftretenden unbekannten Parameter q0 

all und A werden dann durch die Randbedingung - - 

den Energieintegralsatz 
x = 0 fur ‘1 = A und den Energieintegralsatz 
bestimmt. 

(b) Temperaturgrenzschichten bei Wandgesetz 
z z To. In diesem Fall haben wir die logarith- 
mischen Wandgesetze (A 8 bzw. A 20) der 
Geschwindigkeit und (14) der Temperatur. 
(A 20) liefert mit der Randbedingung o = 1 > (34) fur ry = 1 in erster Naherung die Relation (A 21) 

Re a = <ecexc. (36) 
x 

Fur q, setzen wir entspr. und analog dem 
Der Energiegleichung (31) konnen wir unter Vorgehen bei der Berechnung der Stromungs- 
Vernachltissigung des molekularen Transports grenzschicht (A 22) 
in der vollturbulenten Schicht such die Form 1 
geben 

coo = 1 + -1nq. 
5 

(37) 
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(14) lautet in den Koordinaten q, x Es folgt mit (36) 

~~=Mlnq+l+M x&D r 

1 St = q” - 
PCp(T3 - T,)UlW 

Stantonsche Zahl. 

(38) 

Die Randbedingung x0 = 0 fti q = A ergibt 
dann mit (36) in erster Naherung 

-1 
M= 

5 + x(E,D - C) + In A’ 
(39) 

Fur x0 setzen wir entspr. im weiteren 

,yo = M(ln q - In A). (40) 

Die Berechnung der Konvektionsglieder in (35) 
mit den Funktionen (37) und (40) ergibt dann 
bei Vernachlassigung von Gliedern kleinerer 
Grossenordnung (g - 10) analog dem Vorgehen 
in (A IIIa) 

WdRe, 
a A ’ 1 

-I- Re, g v(ln rl - ln 4, (41) 
x 

N= -[]A=-%t$+ 
(42) 

nach dem Energieintegralsatz (34). J 
Dabei wurde Gebrauch gemacht von den 

Identitaten 

X2Eo St = ___ 
t! M. 

(43) 

X 
dM/dRe, 

M 
q(ln q - In A). (44) 

Hier waren nun M und A aus (39) und (42) zu 
ermitteln und im Rahmen unserer Naherungs- 
rechnung in (44) einzusetzen. 

Wir verfolgen den allgemeinen Fall jedoch 
nicht weiter und beschranken uns im weiteren 
auf die Temperaturgrenzschicht an der ebenen 
Platte. 

Mit 
d d d< 

hRe,=-’ d< dRe, 

ergibt der Energieintegralsatz nach (42) hier 
zunachst 
x2Eo 1 1 -------= 

5 Re, WdRe, 

A d(MRe,)/d{ dA 
MRe, 

+ -@. (45) 

Ftir die ebene Platte hatte sich in erster Nlherung 
nach (A 29) unter Vernachlassigung von Gliedem 
kleinerer Griissenordnung (5 $ 1) 

(46) 

ergeben. 
Weiter kommt mit (36) und (39) 

Damit dann nach (45) 

Nehmen wir (p. 688) bei der Konstellation (a) die 
Randbedingung A = 1 ftir t = 0, so folgt aus 
(48) 

A = E, + (1 - E,)ep5. 
1st bei der Konstellation (b) der Temperatur- 
sprung an der Stelle 5 = to gelegen, so erhalten 
wir mit A = 0 fur 5 = To 

A = E, (1 - ee;O- ‘). 
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In beiden Fallen haben wir fur hinreichend Falls A > 1 ist, was ftir Luft mit (15) nach 
grosse 5, d.h. hinreichend grosse Lauflange der Formel (49) bei hinreichend grosser Lauflange 
Stromungsgrenzschicht (Fall a) bzw. der Tem- der Falls ist, so haben wir nach Abschn. I b an 
peraturgrenzschicht (Fall b), die anisotrope Schicht die isotrope Schicht zu 

A = E, fi.ir grosse 5 (49) 
schliessen. Dabei ist an der Anschluss-Stelle ~0 
zu fordern 

in erster Niiherung. 
Fur die Konvektionsglieder (44) erhalten 

wir mit (39) und (46) 

Z 
z tz. z - k Mq(ln r] - In A) z z. (50) bzw. nach (10) und (32) mit (51) 

0 

Weiter haben wir hier fur die Geschwindigkeits- A, ,-q&A _ EOX2 
verteilung nach (A 28) u,b 

- ~VOJCl - rlo) 

am 1 Ju - ~)~~,n, x exp LC 51 
F=z9 . (51) m 

woraus folgt 

Damit ergibt sich dann schliesslich nach (35) Ai, E,x’ 
mit (32) y= 

u,b 
TV0 Ju - ‘lo) 

x exp[z(l -+)I, 

2 
z ’ I 

(54) 

( !I 1-!j dq 
lJL’ Die Anschluss-Stelle q. selbst ergibt sich dann 

aus der Bedingung, dass ax/&l einen monotonen 
Verlauf zu nehmen hat. Diese Bedingung ist 
fiir (53) erftillt, bis zu einem qo, das sich aus 

fur die Temperaturverteilung in der anisotropen a2X/a$ = 0 ergibt. 
Schicht. Spalten wir die Singularitat ab, so 
kommt mit dem Wandgesetz (38) 

Nach (3) ist m = 0,6 und fur hinreichend 
grosse t nach (49) A = E, = l/0,89. Die Rech- 
nung ergibt damit 

x = xo + MG,h) 

; 

VO e 0,866, (55) 
mit 

expl(q!m)[(2,A)- l)] 
Ju - 9) 

was in guter ijbereinstimmung mit Messungen 
steht; vgl. Abb. 1. Fur die isotrope Schicht 

(53) haben wir dann nach (35) mit (10) 

b 

x(1-;)-l)dq 

fur die anisotrope Schicht 0 < q d qo. i bzw. mit (50), (54) und anschliessend an (53) 
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x = xo + M[G,ho) + G,(rl)l 
mit 

G,(rl) = ’ ’ 
‘lo JCl - vo) 

exp [--:(I -:)I/ esimd (1 -!)dv-In(;) 

90 
fur die isotrope Schicht q. ,< r] < A. 

Insgesamt haben wir also folgende Temperaturverteilung 

x = xo + MG(v) 

mit G(q) = G,(rl) nach (53) fur 0 d rl < v 
G,(v) + G,ho) nach (57) fur q. d rl < A 

1 (57) 

I 

(58) 

G(q) stellt die Korrektur zum approximierenden 
Wandgesetz x0 dar. Fiir die Geschwindigkeits- 
verteilung w hatten wir (A 25) erhalten, was in 
zweiter Naherung 

t Re, = _ e<-xC-K(l) (59) 3c 

ergab [erste Naherung (36)]. 
x hat der Randbedingung x = 0 fur q = A 

zu gentigen. Das liefert mit (38) und (58) fur 
M in zweiter Naherung unter Verwendung von 
(59) 

M= 
-1 

( + x(E,D - C) - K(1) + G(A) + In A (‘O) 

(erste Naherung (39)). 
Fur x kiinnen wir dann such setzen 

x = M{ln q - In A + G(q) - G(A)} 
mit M nach (60). (61) 

Es ergibt sich damit im Rahmen unserer 
Rechnung das interessante Ergebnis, dass fur 
hinreichend grosse 5 mit konstantem A z E, 
die Temperaturverteilungen in der Grenzschicht 

Tabelle 4 

9 G(v) B Gh) 

0>06 0,054 0,66 0,631 
0,12 0,109 0,72 0,692 
0,18 0,165 0,78 0,752 
0,24 0,22 1 0,84 0,813 
0,30 0,278 0,866 0,841 
0,36 0,336 0.90 0,874 
0,42 0,394 ogs 0,909 
0,48 0,453 1 ,oo 0,939 
0,54 0,512 1,05 0,945 
0,60 0,57 1 1,lO 0,922 

l/O,89 0,910 
-~___- 

an der ebenen Platte einander ahnlich sind. 
Nach der iiblichen Terminologie befindet sich 
also die Temperaturgrenzschicht an der ebenen 
Platte im Equilibrium. 

Ftir die lokale Warmestromdichte q. bzw. 
die lokale Stantonsche Zahl ergibt sich mit 
x/t = J(c,/4 (Cf lokale Widerstandsziffer) 
in erster Naherung aus (39) 

Eo 
St = !f 1 + J(c,-/2) l/x [x(E,D - C) + In A] ‘(62) 

und in zweiter Naherung aus (60) 

St = “z’ 1 + J(c,./2) l/x [x(E,D -E:) - K(1) + G(A) + In A]’ (63) 
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Der numerischen Rechnung sind zugrunde- 
zulegen nach (A 8): 3t = 0,41; C = 5.10. Fur 
Luh nach (15) und (21): E, = l/0,89, D = 3,36. 
Nach Tabelle 2: K(1) = 1,026. 

Tabelle 4 enthtilt die nach (58) berechnete 
Funktion G(v) fur grosse t: bzw. A = E,, 
wonach G(A) = 0,910. 

Damit dann 

St=21 1 
2 0,89 1 - 1.325(1,042)&,/2) (64) 

(erste Naherung in Klammern). 
Die theoretischen Ergebnisse haben wir mit 

einer Messung von A. E. Perry et al. [Zl] 
verglichen, der die Temperaturgrenzschicht an 
einer erhitzten Platte bei einer Temperatur- 
differenz von etwa 20°C gegen die aussere 
Luftstromung und bei der Reynoldsschen Zahl 

Re, = 1,80. lo6 

gemessen hat. 
Nach der theoretischen Formel (A 29) erhalten 

wir hier cr. lo3 % 3,16 (3,00) und nach (64) 
St. lo3 % 1,87 (1,80); in Klammern die von 
Perry angegebenen Werte. 

Abbildung 15 zeigt die theoretische und 
experimentelle Verteilung. Dabei kamen fur 
die Umrechnung der theoretischen bzw. experi- 
mentellen Verteilung die Formeln 

bzw. 

V*Y -= 
J( 1 

cf Rex 
Y __ 

V 2 x 

mit den theoretisch ermittelten cI, St zur 
Anwendung. 

(c) Temperaturgrenzschicht bei der Wand- 
schubspannung Q = 0 (Stratfordsches Modell). 
Mit 

Ul(X) 
n 

__ = 

UO 
(65) 

(Dl, D, freie Konstanten) 

haben wir hier fur Re,, S 1 nach (A 37) das 
Wandgesetz 

00 = q/~o)J?. 

Randbedingung und Impulsintegralsatz ergaben 
in erster Naherung (A 38 und A 42) 

Ul(4 (J/io) = 3 und __ = 
*0 

ABB. 15. Temperaturverteilung in der turbulenten Grenzschicht an 
da ebenen Platte. 
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Entspr. setzen wir im weiteren (A 38) Das bemerkenswerte theoretische Ergebnis- 

00 = $7. (67) 
das auf dem Wandgesetz (28) beruht-ist die 
Abhangigkeit der Stantonschen Zahl von der 

Ftir die Grenzschichtdicke S bzw. Re, folgt Reynoldsschen Zahl Re, in der Potenz -3. 
aus der Identitat Dieses Ergebnis stimmt genau mit der von 

(~1/~o)2 
P. D. Richardson [22] aus der Analyse von 

Re’ - -%‘* d(u,/u,)/dRe, 
(68) Messungen gewonnenen Abhangigkeit tiberein. 

Die Messungen betrafen dabei den WBrme- 
mit (66) transport in Luft am hinteren Staupunkt eines 

0,75 Kreiszylinders und an der Rtickseite einer 
. (69) normal zur Strijmung gestellten Platte. 

Wir setzen entspr. (71) im weiteren 
Das Wandgesetz (28) der Temperatur nimmt 
in den Koordinaten q,x unter Beachtung der 
Identitat 

x0 =H(+&). (73) 

Die Berechnung der Konvektionsglieder in (35) 
mit den Funktionen (67) und (73) ergibt dann 
zunachst 

die Form an 

x0 = E + [l - x-*E,,(Re,/A)~ St], 
1 

Jlr 
wo (70) 

+ f(Re,H) $ -$ 

H = L”st. 
x2 E. ,/A 

-+Hd&(v-$); 

’ (74) 

x 

Die Randbedingung x0 = 0 fur r] = A ergibt N = d(Re,H) A 

dann in erster Naherung mit (69) 
~3 + t(ReB)&. 

x x i 
2 Hier ist mit (69) und (71) 

H = dE,,E,AhRe$ - (2/dA) Re,H , 
2 22 (71) 

3,25 

x2E,,EoA8Re$,Df 
bzw. 

0,25’ 1 1 dUW4 
0,257 dRe, 

wobei nach (29) ’ (72) 
0,25+ dRe, 
- = 0,113. $H- 
E dRe, 

** 
Wir merken hier gleich an, dass die zweite 
Naherung, vgl. (90X nur eine geringftigige z 
Anderung erbringt. 

’ 

-0,5 

. 

’ (75) 
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Die in q linearen Glieder in 2 heben sich also 
weg; und wir erhalten 

(76) 

Der Energieintegralsatz (34) 

ergibt dann mit (65), (72) und (74) mit (75) in 
erster Niiherung die Gleichung 

dd 11 1 __ __ 
dRe, + 2 Rex0 CC+4 - &I ’ 

1 “E __ 1 
= 4 a Rex0 [(x/x0) - D2]’ 

(77) 

aus der folgt 

A = +E, + 
const. 

JCWO) - &I’ (78) 

Es ergibt sich in der Grenze 

A = +E, 

Dieses Ergebnis erscheint unrealistisch. Es wird Dieser Wert liegt erwartungsgemass etwas hoher 
daher notwendig sein, zur Bestimmung von als bei der ebenen Platte (q. = 0,87). 
A die 2. Naherung heranzuziehen. Fur die isotrope Schicht kommt aus 

Mit (76) haben wir nach (35) die Energie- 
gleichung 

Dabei ist fi.ir die anisotrope Schicht nach (32) 
und (A 40) 

A 
-% = x2Eo (,/A)$ ,,‘(l - q) 
%b 

exp[i(l - :)I. (80) 

Spalten wir die Singularitat ab, so kommt mit 
dem Wandgesetz (70) 

fur die anisotrope Schicht 0 d q 6 qo. 1 

Nehmen wir im weiteren an, dass A > 1, so 
haben wir an die anisotrope Schicht die iso- 
trope Schicht zu schliessen. Die Anschluss- 
stelle q. wird wieder aus der Bedingung eines 
monotonen Verlaufs von ax/atj ermittelt. 

a2X/dq2 = 0 ergibt fur (81) mit m = 0,6, 
E, = l/O,89 und A = 1,l 

fl0 z 0,90. (82) 

nach (10) und (80) 

2 = x~E,(JA)~$ J(I - lo) 
1 

x exp[?,(l - 31. (83) 

Damit dann nach (10) und (35) 

Ais ai( _,-wm~-= -St 
Ulb aq 

(84) 
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Es folgt 

x = xo - ; (G,(yo) + GAtl)) 

(85) 

&r die isotrope Schicht q. < y < d. 
Insgesamt haben wir also die folgende Tem- 

peraturverteilung 

x = xo - ; WI) 

mit 

i G,(rl) nach (8 1) @6) 

G(v) = i 
IGI(vo) + G2(v) nach (85) 

i 

( 
fiir q. ,< q d d. i 

Die Randbedingung x = 0 fiir q = A ergibt 
nunmehr in zweiter Ngherung mit (70) 

H= 
2 

x+E,,E,A+Re$ -(2/JA)+ G(A) (87) 

(erste NBherung (7 1)). 

Fiir die Striimungsgrenzschicht hatten wir 
in zweiter Ngherung erhalten (A 42) 

Ul(4 --= 
UO 

was mit (68) 

Re, = igRexoD, 
0.765 

63) 

ergibt. 

Damit dann 

Hz 2--- 1 0,235+ 1 
x'E,JA E,, Ret, 

1 
@[(x/x0) - D2]o,255 ' (89) 

wobei nach (A 18) 3c = 0,41, nach (A 41) 
(J/i) = 0,38; fi.ir Luft nach (15) E, = 
l/O,89 und nach (29) E,, = $55 bzw. ! 

0235+ 1 
St % LE-T 

** Re::, 
1 

' Df[(x/xJ - D2]o,255' (90) 

Wir erhalten also wie in (72) eine Abhgngigkeit 
der Stantonschen Zahl von der Reynoldsschen 
Zahl Re,, in der Potenz - 4. Fortschreitend 
nimmt dann die Stantonsche Zahl mit wach- 
sender Dicke der anliegenden Grenzschicht 
proportional der Aussengeschwindigkeit 
u1 (x)/u0 ab. 

Fiir das Stratfordsche Model1 haben wir nach 
Messung (A 43) 

Dl z (JO,37); D, = 0,84. 
Damit 

St 5 
1 

0,131 7 
I 

Re;, [(x/x0) - D2]o.2ss (91) 

f?.ir Stratfords Modell. 

Entspr. (87) kijnnen wir such setzen 

- ;(c;(rli - G(d)) \ 
.I (92) 

mit H nach (89). 
Abbildung 16 zeigt die Temperaturverteilung 

1 - x bei x/x0 = 1 und A = 1,l im Vergleich 
zur Geschwindigkeitsverteilung des Stratford- 
schen Modells. 

Wir sind nunmehr in der Lage, A in 2. 
Ngherung zu bestimmen. Mit o, u,(x)!u~ und 
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ABB. 16. Geschwmdlgkeitsverteilung fiir Stratfords Model1 
und Temperaturverteilung bei x/x0 = 1,0 und d = I ,I. 

Re, nach (A 40-42) und (88); x, St nach (92), (91) 
ergibt der Energieintegralsatz (34) 

A 

fiir den Grenzwert A mit dAJdRe, = 0 die 
Gleichung 

A 

0,235 E, 
__ __ = 
1,02 .0,38 

Mittels einer Interpolationsformel fir G(A) und 

i 
oG dq in Abhlngigkeit von A folgt dann mit 

E, = l/O,89 der Grenzwert A zz 1,085. 
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ANHANG 
Zur Hypothese iiher die turbulcnte Schuhspunnung 

(I) Wandnahe uollturhulente Schicht (p < 6) 
Nach (A 2) haben wir hier die charakteristische LBnge 

I = XJ (a empirischer Koeffizient) 

bzw. 
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(2) Gesamte uollturbulente Schicht mit den Randbedingungen 
(a) Neben dem Wandabstand y tritt als weitere deter- 

minierende Lange die Grenzschichtdicke 6 auf. Damit dann L-1 fiir q+O 

L-r0 fiir n-tee 

(1) Mit (2) dann 

mit der bei der Dimensionanalyse unbestimmt bleibenden 
Funktion 

drl). 

Als Randbedingungen haben wir 

I= xy fiir 7-0 bzw. q(O) = 1; 

1-O fur q+ co. 

Entwickeln wir q(n) in eine Taylor-Reihe und beschranken 
uns auf das lineare Glied 

(m empirischer Koeftizient), 

so kommt 

bzw. I = my e-n!m; vgl. (A 3). 
(b) Ftihren wir den Gradienten 

L=‘=!! 
“Y “I 

ein und beachten, dass 

dl/6 dL 
-= 

dv 
xi-- + XL; 

dv 

so erhalten wir die (1) entspr. Gleichung 

(3) 

dL/ds 1 
-= --. 

L m (4) 

(3) Unterschicht 
Anstelle 6 tritt hier als weitere determinierende Lange 

v/ve auf. 
Der Gradient 

L=l=L 
XY “Y* 

mit 

hat den zu (3) inversen Randbedingungen L + 0 fur j$ + 0, 
L + 1 fiir Jo+ + co zu geniigen; jedoch treten fiir 

L,=l-L 

die zu (3) analogen Randbedingungen 

L, --) 1 fur J&+0 

L, + 0 fur JJs + 02 

auf. 
Mit der zu (4) analogen Gleichung 

dL,ldy, 1 

L a 

(a empirischer Koeffizient) 

(5) 

erhllt man dann unter Beachtung der Randbedingungen (5) 

also den Ansatz von van Driest; vgl. (A 9). 

INCOMPRESSIBLE TURBULENT TEMPERATURE-BOUNDARY LAYERS WITIH 
CONSTANT WALL-TEMPERATURE 

Abstract-On a phenomenologic basis using dimensional analysis a simple hypothesis is given for turbulent 
momentum transfer. The calculations-in principle iteration procedures-are based on the determina- 
tion of corrections to the wall laws known for giving approximations. For equilibrium-boundary-layers 
the calculation is reduced to quadrature yielding simple solutions. The turbulent boundary-layer along a 
flat plate and the Stratford model of a turbulent boundary layer with zero wall shear stress are considered. 
Agreement is found to experimental data. 

For the turbulent temperature boundary layer the experimental observation is used that a layer of n- 
homogeneous anisotropic turbulence is located next to a layer of homogeneous isotropic turbulence within 
a hydrodynamic boundary layer. The hypotheala for the turbuleni momentum transfer is consequently 
applied to the turbulent heat transfer in the isotronic layer. The turbulent heat transfer in the isotropic layer 
is obtained quantitatively with the anisotropic layer. 
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Satisfactory agreement is obtained between the theoretical turbulent heat transfer, or the turbulent 
Prandtl-number with measurements for fully developed tube flow or along a flat plate. Again the calcula- 
tion is based on the determination of corrections to the approximated wall-laws of temperature distribution; 
the wall-law for pressure increase formulated here is verified by measurements. 

The temperature boundary layer along the flat plate and the temperature boundary layer for zero wall 
shear stress is predicted in closed form. 

A -4 power Reynolds-number dependence to Stanton-number is found in this latter case. 
The theory contains only four constants considered as universal: two coefficients in the equation for 

turbulent momentum exchange m the sublayer: the relative width of the inner, wall-influenced layer of the 
velocity field: the turbulent Prandtl-number for air-flows, in near wall fully turbulent layers. 

COUCHES LIMITES TURBULENTES INCOMPRESSIBLES AVEC TEMPeRATURE 
PARICTALE CONSTANTE 

Rbsumk-A-Sur une base phtnomCnologique utilisant l’analyse dimensionnelle, on donne une hypothise 
simple sur le transfert de quantitk de mouvement par turbulence. Les calculs-en principe des proctdures 
itkratives-sont basks sur la d&termination des corrections des lois pariCtales connues pour des approxima- 
tions donnbes. Pour des couches limites en Cquilibre le calcul est rkduit B une integration conduisant k des 
solutions simples. On considtre la couche limite turbulente le long d’une plaque plane et le modtle de 
Stratford de couche limite turbulente avec une contrainte tangentielle nulle B la paroi. On observe un 
accord avec les rtsultats expkrimentaux. 

B-Pour la couche limite thermique turbulente, on utilise l’observation expkrimentale selon laquelle 
une couche de turbulence anisotrope et non homogtne est sit&e prks d‘une couche de turbulence isotrope 
homogi-ne au sein d’une couche limite hydrodynamique. On applique l’hypothkse de transfert turbulent 
de quantitt: de mouvement au transfert turbulent de chaleur dans la couche isotrope. On &value le transfert 
thermique turbulent dans la couche isotrope et dans la couche anisotrope. 

On obtient un accord satisfaisant entre I’exptrience et le calcul du transfert thermique turbulent et du 
nombre de turbulence de Prandtl pour un Ccoulement entikrement ditveloppC dans un tube ou le long d’une 
plaque plane. Le calcul est bash sur la d&termination des corrections des lois pariktales approchkes de 
distribution de temperature; la loi de paroi pour I’accroissement de pression formulke ici est vkifi6e par 
les mesures. 

La couche limite de tempkrature le long de la plaque plane et celle pour une contrainte par&ale tangen- 
tielle nulle sont donnkes analytiquement. On trouve dans le dernier cas que le nombre de Stanton dbpend 
du nombre de Reynolds suivant la puissance-l/3. 

La thkorie contient seulement quatre constantes universelles: deux coefficients dans l’kquation de 
l’tchange turbulent de quantiti: de mouvement dans la sous-couche; la largeur relative de la couche interne 
dynamique influencte par la paroi; le nombre de Prandtl turbulent pour des Ccoulements d’air dans des 

couches entikrement turbulentes prts de la paroi. 

HECiWlMAEMbll? TYPljYJIEHTHbIfl TErKlOIWm IlOrPAHH~Hbl~ C,?Ofl 
I-IPId nOCTOFIHHOl;r TEMrIEPXTYPE CTEHICVI 

~~~mo~aq~i~~-Ha ~~eHOMeHO~OrWieCHOti OCHODe c nonlo~bIO aHam3a pa3iXepHOCTefi QOIJ- 
vy.mpyeTcn npocTacr mnoTe3a 0 ~yp6yj1e~TH0~ nepeHoce mnynbca. Mcnoab3osaHwblti 
vIeTo& pacveTa pacnpeneneHmR criopocTeil, npe~cTaI~nflIo~rnir co608 nieTo;l IiTepaqnrl, 
COCTOIIT B OnpefiezeImII nOIIpaBoK K XlnpOKCPIMI~pOBaHHEZM 3alEOHaM CTk?HKH. finR paBHO- 
3ecHIsx czIoeB paweT, c~o~m@kcn I l<BaapaTypaM, UaeT npocTbIe pemealm I3 3aiwmyTom 
ISII~e. &lHCbIBaeTCH TSp6yJeHTHEdl nOrpXWIHbIit CJIOri Ha II;laCTHHe IT MOHeJlb CTpaT@Op$l 
AZlFI Typ6y,7eHTHOrO CJIOFI Ilpli TpeHIlll Ha CTeHKe, CTpeMRWIiMCR If HyJIlO. Pe3yJIbTaTbl 
pacseTon COrX3.CylOTCH C 3HCIIepVI#eHTa.7IbHbIMI4 ~aHHLIMH. 

E mysae Temonoro norpamsHor0 c;loH npmnraaeTcfi, q~o Isa TeqeHme B noAc2oe ORHO- 
[)O;IHOii 113OTpOIlHOt" Typ@TeHTHOCTH HaKZIa~bIBaeTCR CnOti HeOAHOpOAHOi aHI430TpOnHOii 
Typ6ym~~THocTI~.I%noTe3aoTypBy~eHTHonl nepeHocemnynbcamnojIb3yeTc~~n~nepeaoca 
Tenna B HellaoTponaoiv nonczoe.TorAa nepeHoc TemaB IT~~TP~IIHOY nogcnoe 0npezemeTcfI 
~O.XFIeCTReHHO COBMeCTHO C aHl'I30TpOnHblM nOZQWIOev. TeopeTwIecKoe paCnpene.zeame 
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KO3~)~f,I~~~IeHTaTyp6y~eHTHO~o~MC~~~paI~AT~~yAOB~eTBOpllTe~bHOCO~~aCyeTCRC3KC~ep~~- 
MeHTaJIbHbIMM RaHHbIMII, IIO~y~eHHbIMM IIpI4 PI3MepeHSiI4 JIOJIHOCTbIO pa3BPlTOrO TeqeHHH B 
Tpy6e llm Ha IIJIOCKOI? IIZIaCTHHe. kIOJIb3yeMbIti MeTOn COCTOMT B OIIpeAeJIeHHIl IIOIIpaBOK 
npm6nmKeHHbIX 3aKOHOB paCIIpeJJeJIeHMR TeMIIepaTyp y CTeHKR AJIH IIOJIO)ti~Te~bHOPO 
rpaxI4ewra namemm n noflTBepHc~aeTca 3KCIIeptIMeHTOM. 

B 3aMKHyTOM BBAe OIIHCbIBaeTCR TeMIIepaTypHbIti IIO~paHWiHbIik CJIOfi IlpR aCYe3aIOqe 
Maaonf ~pt2~biIl Ha meme. B nocnegHe*f uysae nonysaevx menemofi 3aKoH 3amcmocTI4 
YMCJIa CTaHTOHa OT YIfCJIa PefiHOJIbZCaCO CTeneHbIO -l/3. IIpegomeHHafi Teopm mcnonb3yeT 
YeTbIpe BeJIWIllHbI, KOTOpbIe paCCMaTpPIBaIOTCH KaK yHMBepCaJIbHbIe I,OCTORHHbIe: ABa 
KOa@@fqHeHTa B BbIptWKeHLllz &IIlI Typ6yJIeHTHOrO IIepeHOCa MMIIyJIbCa B IIO~CnOe; OTHO- 
CMTeJIbHaR TOJIIl,HHa BHyTpeHHeI.0 CJIOR nom CKopOCTeii, Ha KOTOpbIti OKa3bIBaeT BJUlFIHIle 
cTeHKa;Typ6yJIeHTHOeWWIO npaHRTJUI B IIOJIHOCTbIO pa3BtlTOM TyP6yJIeHTHOM CJIOe B6JIH3I4 

CTeHKII @IFI IIOTOKOB BO3~yXEl). 


